
� ������� � ����	 
 � � � � �
	 � � � � � �

����� ������������� �"!$#&%'�(�*),+ -.�0/1#&�2-.�3�5436
�87 �9� 4;:</1�>=?� @A�B�DC<#&�E60�F��G

H1� �?�'��I��J�K:LIL���0/ MN�O#;=�6 �P#'4;:Q#&�R-S�*T UV/B�W=YX[Z\M�#*�W=?=

] ^ _ ` ^ _ a b

ced f g$hNi�j[k3lnmpoNq g(oNq rtsugAhvhAwxoAy y hRgAh{zA|
} d ~L��l�hN��gv����w�h y��(w�q(y�� w�h � l�q(y����
� d � l�q(y�����wxoRj s(gAhvhAwKoAy kQy��V��l2oR�{y
� d ~[ln� y y���gu� �p�Ey�� lA�

V E
y�����wK� g"��y��

� d ��� ��k�l�sey�q wKov�*y�kQy�oNhVy ��k�l�hVy�q2m(k�y��



� � � � 
 ��� � 	 � � 	 � � � � � � �
	 � � � � ��� �
	�-14t41� �1# #�
 4�-14 G
� - ��#�-t6��J��# �*) /1�tI #��P#�4��Q�DC&# - CB-14t41� �1# � 6
����� ��6 #;= #�6 6
��� � %B#&�\)K#'4����
��� -1T>�F�3� �Y�;-B=�#�6 �3� �n-.�9�J�v�*)�C -*4t41�?�*#[#�
 4'-*4 G��

V̂ E = 1 −
� #;=Y-.� � -14;:�� � -t��#

= 1 −

%&� ��%�C -*4t4 � �t)
%&� ��% �J�.CB-14t4 �?�')

= 1 −
Cv/nv

Cu/n(1 − v)
,

I /*#&� #

Cv = #
C -14'41�?�&-.��#�T I�/1� �B#'4.����# � �t)K#'4��9#'T

Cu = #
�J�.CB-14t41� �;-.�9#'T I�/1� �B#'4.����# �?�')K#'4��9#'T

n =
% ��%��S=O-t�3�O��� �J�*TS#<�����'6 #<� CB-.�Q� ���

v =
%&� ��%B� �\�Q� ��� C -14'41�?�&-.��#�T

� �"!$#�%'& ()�+*-,/.0�

1 6
V̂ E

-�6 #&��60�2� = #�#�6 �3� �n-.�9�J� �&-S�*T ��)Y6 ���.I�/;-t�VT ��#Q6$�F�V#�6 �3� �n-.�9#43
75�76�6 #Q6 �3�O����)K�J�8�B#3����#<� #�
 4'-14 G�� #
-t6�� � #Q6�-S�*T /1�tI ��� #Q6 �Q�?�n-t��#
�0/1#&�



� 
 4'-14�G �?�[I /&-.�e6 #&��6 #43

-)��� #�T��*4*�?�76 &�� & .���*'(�,��-,�	 ,2( % � ��� 6t:[�*) 6 #3���3� �76 �?�')K#'4.#'T �
� � � #�T��*41� �76 &)%�
 *'()��
 &
47� � #'T��;41�?�46 ,�
���� .�(�,�� ,2( % ��) �?�t)K#'43��#'T

��� ��� -S� �?�*T��DC �5T
�;-S= Z 6 %B� �?�'� �*)uC � #�I -)� - �*T � � -*� # �*) �n- � �
�?�'��#<��#�6 �
��� ��� %B��%��S=O-.�Q� ��� %B#&�E6t% #�4��3��C&# � %&� #�C<#&�t�Q� ��� �*) �n-�� �J�
���t� �&� #�-S:�6 � -)� -S�;T 47� -;� # �*) �n-B�?� �?�'��#<��#�6 �t� -S�*T � ���S=DG
�?�;T>�?� #�4��Q=DG

��� ��� �1�tI ����I�#L)K� 4 �'6���� - �p-S�;T 47� �
�����������! #"%$  &$ '�()'�*,+.-0/%132 134�15/76 89$:� 13;=<>+?*�/%15@ 15/76



} d ~L��l�hN��g�� ��w�h y��(w�q(y�� w�h � l q(y����
� +.;)+���� 4 '�/�� *��	�)'�/%1 * + - 1�
 +�� 1 *


 & &���
 *'(�, ��
 &��
7 � 1 � � � 6���6 4.#&%'�3� �S= #��9� �t)K#'4��Q� ����6 � � #&� �1C<#'T��p#&%B�5TS#&� �O4
� ��� � �J�B���KG �[���B#Q6 � �B�F)K� �x� =DG
� ����� 6 #&�1#'���'6N� �*T>��CJ� T��;-S=F6 � #��
�;-B=W= G�6��'6�4.#&%t�Q�2� = #�� �?�')�#�4��3�O���'6 �
n
� %B��% � =O-.�Q� ��� 60����#4��=O-;� 6 #

� �"! � 	��
�$1 �;T>�DC �OT
�;-S=F6�� � #'#3���A�*�0/1#<�\6�-.�v4.�Y�'6 � -S�t�$� -.��#

λ
� -B=W=1�?�;T>��CJ�5T
�;-S=F6

#��
�;-B=W= G = � :3#;= G��
�! ,� �?�*T��DC �5T��&-B= I /*� 6 #3� 6 � �t)K#'4��9#'T � #&�n- � �'6 �?�')K#'4��Q� ���'6 � ��-S�
Exp(γ)

% #<� �O� T -S�;T ��/*#&� � #'4t�1C&#<�\6L- �*T �B#'4.��� #�6�� � � �J�1#
�"1 )�-S� �?�')K#'4��Q�DC<#"� � #t#3� 6#��-�6��'6�4.#&%t�Q�2� = #N�0/1#,=O-.���9#&� 6 #3� 6N�?�')K#'4��9#'T
IL���0/ %&� ���;- �S�W= �F��G

p

$ ( #&%�('� � �?�')�#�4��3��C&# -S�;T ��/1# � #Q6 �e6���6 4.#&%'�3� �S= #



R0 =
# ��%B#'4��9#'T � �J� �B#&� �*) � �t)K#'4��Q� ����6 4'- ��6 #'T ��G ���1#

�?�;T>�DC �5T
�;-S=YT
� ���?�46 #�-;�K= G 6 � -�6 #Q6 �*)$���'� �&� #�-S:

R0 = λ · p ·
1
γ

� 
5��� 
 
 �"! � 	 % �
& ��	2(��
1 )

R0 > 1
- �2-�� �J�,���t� �&� #�-S: �2- G �>4t4 �J��-S�;T ��� 6 # �>%B#'4��9#'T

60� �'# �F6[:<�1�tI � - �*T TS#&%B#&�;T&6 ��� = G ���
R0

� � 
 +.4%+��)/ +.; ' 1 � ; � 4�4 ��� 1 ;
	 < � � � � ()' +�� � 4 
 '
+ �;6 � �0/B�?�46B6 -t6 �B#3)K�J��#S� ���S=DG �*�.I �?�;T>�DC �5T
�;-S= ��#�60�OT # � �
/1����6 #&/*�>= T&6
 p� � �t)K#'4��9#'T �?�;T>��CJ�5T
�;-S= � �t)K#'4�� 6

� - /1����6 #&/1�>=OT ��#&� �B#&��-t�n� -.�9#
λH

� -S� � �*T>��CJ� T��;-S=Y���t� 60�OT # /1����6 #&/1�>=OT -t�n� -.�9#
λG/n

��� � & � 	2% &�* �8#�
 ,�
�� �
�P� -0C<� �OT � �t)K#'4��Q� ����� -S� �?�;T>�DC �5T
�;-S= � �'6 � #Q6�4'-S%B# � �t)K#'4��Q� ���
) � ��� ���t� 60�OTS# � %&� ���

qG

�p-S�;T ) � ��� -B=W={��� 6��?�t)K#'43��#'T /*���'6 #&/*�>= T
� #<� �B#&�E6 � %&� ���

qH

) � ��� #�-14;/ � #&� � #<� �



� � � � � ���.��	 
 � � � � ��	 � ��� � � � 	 �(� �
1 )�-S� ���	��

��������
������2�?�')�#�4��3��C&#[� #t#Q��6�- ��

��������
������(6���6 4.#&%'�3� �S= #
�0/1# =5-.� �9#&��6 #3��6n� �t)K#'4��9#'T IL���0/ %&� ���;- �B�W= �F�KG

A · p

1 )�-S� ��

��������
������2�?�')�#�4��3��C&#[� #t#Q��6�- ���	��

��������
������(6���6 4.#&%'�3� �S= #
�0/1# =5-.� �9#&��6 #3��6n� �t)K#'4��9#'T IL���0/ %&� ���;- �B�W= �F�KG

B · p

1 ) -S� ��

��������
������ �?�')�#�4��3��C&# � #t#Q��6 - ��

��������
������ 6���6 4.#&%'�3� �S= #
�0/1# =5-.� �9#&��6 #3��6n� �t)K#'4��9#'T IL���0/ %&� ���;- �B�W= �F�KG

A · B · p
�

A
�F6(�0/1# � � -S�*T ��� � � #;=5-.�3��C&#�6��'6 4.#<%t�Q�2�B�?= � ��G

B
�F6(�0/1# � � -S�*T ��� � � #;=5-.�3��C&# �?�t)K#'4��Q�DC ���KG

(A,B)
-*� # �?�;TS#&%B#&�;TS#&�'��)K�J�VT>� �P#&� #&�'�L�?�*T��DC �5T��&-S=F6 ���t�

A
-S�*T

B
�n- G �B#[TS#<% #<�*TS#<�t�

� +�� ; 1 / 1 � ; ' � < @�� *?* 13; + + � * � * 1 +?'

V ES = 1 − E(A)
� #�
 4'-*4 G �?� ��#&�x��6��;)R67�'6 4.#<%t�Q�2�B�?= � ��G �

V EI = 1−E(AB)/E(A)
� #�
 4'-14�G�� ����#&�x� 6R�*)P�?�')�#�4��3��CJ�F��G �



7�� I�/;-.�,T ��#Q6

V̂ E = 1 −
Cv/nv

Cu/n(1 − v)
= 1 −

� #;=5-.�3��C&# -t� � -14;: � -.�9#B�

#Q6 �Q�?�2-.��# 3
� = #�-;�K= G �

V̂ E
#Q6 �Q�?�2-.��#�6

1−
P (
-2CB-14t41� �1#t# 6�#3��6n� �t)K#'4��9#'T

)

P (
- �1������CB-14t4*�?�1#'# 6 #3��62�?�t)K#'43��#'T

)

1 � ���J��� � T #;= � -S�*T � � � #�-B= ���KG�� � �0/1# /B� 6 /*#&��6 � 4*�5-B=>-14��Q�DC ����G �
λ
�

�0/1# ��� � # %B#t��% = #LIL�?= =�6 #Q�L�?�')�#�4���#�T��
 �6L- 4.���'6 #����*#&�*4.#S�

V̂ E
�8T #&%B#&�*T<6 ��� ��/*# 6 � 4*�5-B=Y-*4��3��CJ�F��G��

7�� /1�tI TS��#�6
V̂ E

� #;=O-.�9#��9�
A

-S�;T
B
3

7�/1�J�\�,-S��6 I�#<� � 1 �,TS#&%B#&�;T&6 ��� ��/*# 60�F� �&-.�3�O���



� d ~[ln� y y���gu� �p�Ey�� lA�
V E

y�����wK� g"��y��
8�� � �7"�� ���#� � ���
	 � "�� "
� � $�� "%��� � "�� � � $9 ��	U � ��%B�J� �Q� ���

v
C -14'41�?�&-.��#�T -S�;T %&� ��% �J�\�3�O���

(1 − v)� �tC -14'41�?�&-.��#�T
��/1# �?�S���Q�5-S=86 � -�6 #Q6n�*)A��/*# #&%B�5TS#&� �O4 4'- � � # -S% %&� � � �?�n-.�9#'T ��G
- ��I�� �x��G % # �&� -S�*4&/B�?�46 %&� � 4t#Q6 6
��� ��� ��/S�F6�����4'-S� �B# 6'/1�tI����0/;-.�'� ��) )K#�I -*� # �?�')K#'4��9#'T �

V̂ E
#Q6 �Q�?�n-.�9#Q6

V ES



� � � 8:� 	  &$ � ��� � � ��� �! �  �  ��	
75� %J% �;6 #N�0/;-.�V��/*#&� #u-;��#���I��,�KG�%B#Q6��*)V�?�*T��DC �5T��&-S=0IL�F��/ T>� �P#&� #&�'�
�?�S���Q�5-S= 6���6 4.#&%'�3� �B�W= �F�KG��

s1
- �*T

s2
6�- G
�{-S�;T )�#3I 6 #Q�L�?�')�#�4���#�T

��/1#&�
V E

4'-S� = �O# -S�tG�I�/1#&� # � #Q��I�#t#<�
1 −

s1
s2

V ES

- �*T
1 −

s2
s1

V ES

TS#&%B#&�;T>�?�46 ��� �0/1# ) � -143�3�O���'62C -*4t41�?�&-.��#�T �*)��0/1#
��I�� ��G %B#Q6
75� %J% �;6 # )K�J��# � -S� %S= # �0/;-.�

s1/s2 = 5
�
A ≡ 0.5

�
B ≡ 1-S�;T

v1 = 1
-S�*T

v2 = 0
� ��� = G ��/*# � �J� #n6���6 4.#&%'�3� �S= #��KG�%B# � 6

CB-14t41� �;-.�9#'T��
��/1#&�

V E = −1.5
� �

��/1# C -*4t41�?�*# 4*= #�-;�K= G /&-t6 %B�;60���Q�DC<# #��"#'43� �
V ES = 0.5

�0� � �t�
V̂ E

#Q6 �Q�?�n-t��#Q6
V E

I�/B�O4&/ � 6 �1# 6 -t�3��C&# � #�4'- �'6 # CB-14t41� �;-.�9#'T
I�#<��# �?�S���Q�5-S=W=�G ���J��# 67�'6 4.#<%t�Q�2�S= #



� � � � "�� � � $9 � 	 "�� � "%� � �
��" � � �
75� % %B�;6 # ��/&-.�

� -B= = �?�;T>�DC �5T
�;-S=F6n-;��# �OT #&�t�Q�O4�-B=
� -B= = �9/*���'6 #</1�>= T<6#� -;� #[�*) 60����#��
�����1# �?�*T��DC �5T��&-S= �?� #�-14;/ /1���'6 #&/1�>=OT � 6uC -14'41�?�&-.��#�T
��/1#&�

V E ≤ V ES

- �*T ���S���9# �*) ��#<� 4t���'60�5TS#&� - � = G = #�6 6
1 )R)K� ��# �S- � %S= #
� %&����� �*)AT>� 6 #�-t6 #n��� -S��6t�[� 6 60� ��� I �F��/S�?� /*���'6 #&/*�>= T � � ���
�
A ≡ 0.9

� = �F� ��= # � #'T��;4��Q� ��� � � 6��'6�4.#&%t�Q�2�S�W= �F��G��
�
B ≡ 0.1

� /S� 6 / � #'T��;4��3�O��� � � �?�t)K#'43�3��CJ�F��G �
�0/1#&�

V E = −0.479
� �

�SC<#&�t�0/1���46 / CB-14t4*�?�1# �F6 #��"#'4��Q�DC<#B� �?� %&-;� �Q�O4 �S=O-&� � � � #'T
�*41� �76
�?�')K#'4��Q�DCJ�F��G �

V E
�F6[�*# 6 -.�Q�DC<# � �*T>�54'-.�Q� �76 -S� �?�tC&#&�E6 # #��"#'4�� �

� ��%S=O- �;-.�Q�O��� � @A�.CB-14t41� �;-.�9#'T -*� # � �J� # %&� �*�9#'4��9#'T � #'4�- �'6 #
�0/1#*� �N/1����6 #&/1�>=OT �2-.�9#Q6�/;-.C&# /;-;� T�=DG -S�tG �?�')K#'4��Q�DC ����G



� d ��� ��k�l�sey�q wKov�*y�kQy�oNhVy ��k�l�hVy�q2m(k�y��
1 �'6 �9#�-1T �*)�#�6 �3� �n-.�Q�?�46

V E
I�/B�54;/ TS#<% #<�*T&6���� �B�*�0/ CB-14t4*�?�1#

#��"#'4�� 6 -S�*T �*�0/1#&� ��� TS#&=�%&-*� -S��#3�9#&�E6
� T�� �"#&� #&�t��= G T #&%B#&�*T��?�76
��� 4.��� � � �B�F��G 6 ��� �;4�� �J� #B� I�# � #'4.��� � #&�;T #�6 �3� �n-.�Q�?�46 �0/1#
� �>TS#;={%;-;� -S��#3��#<�E6

V ES = 1 − E(A)
� -S�*T

V EI = 1 − E(AB)/E(A)


 ! � # 
'( #�� � � � #;= = ��T #����1#�T�� !$� �1�*� 4&/;-S�46 # )K�J� T>� �P#&� #&�'�
4.��� � � �S����G 6 ��� �*43� �J��#�6 � ���S=DG ��/*#*�?�R#Q6 �Q�?�n-t���J�E6 �

� , &�# ! � #�
 ( # � � � �J6 �Q�?�2-.���J�E6 -;� # � �J� # �?�.C<�>= C<#'T -S�;T -;� #

5��(n4.���'6.�F6 �9#&�t� � � �S= #Q6 6$) � �\�0/1#&� -'6 6�� � %t�Q� ���'6e-;��#��n-1T #�- �B���'�
T>� 6 ����� � �t�Q�O��� �*)

(A,B))

� ����6 #&/*�>= T ��� TS#&= � -S�*T T -.� - � -B= = �.I�6 4.���'6.�F6 �9#&�t� #�6 �3� �n-.�Q� ���
�*) �

qG

�
qH

�
E(qA

H)
�
E(qA

G)
�
E(qA

GqA
H)

�
E(qA

HqB
G), . . .



�P���J�*T&6 ���
V ES

-S�;T
V EI

4'-S� � # ���t� - �?�*#'T ��60�?�46 �0/1#Q6 #
���&-S�t�Q���Q� #Q6 �

1 �p4�-S� �B#�6t/*�.I�� ��/&-.�

E(qA
G) − qG

1 − qG

≤ V ES ≤
log(qG) − log(E(qA

G))

log(qG)

-S�;T -[60�?� �W=5-;�+���t��= ���46 #&�"�B��� �;T )��J�
V EI

� � -S� % = #Q6 �

1 � 6�#&�1#&� -B=��0/1# �B��� �;T&6 )��J�
V ES

-;� # � �*4;/ �;-;�x� �tI�#&���0/;-S�
�0/1# �B��� �;T&6u)K�J�

V EI



� ��� � � � � � � � � � 
 � �

� �38��  �! #"%$ 8 � � � �! � 8 � �

V̂ E = 1− � ��� 8 � � 8��������38 � � = 1−
� � " � �98����  &$ �

� � " � � $��98����  5$ �

 � $ "�� 8 � " " � � � 8 ��� ��� " �	�98�� �� &$�� ��
 � 8�� 	
���
� $ � 8:���! ��:����8:� $ "��  &$ � � ���:� �7� ��� � � " � � � $  �! � � 89$:�
� ��� $ � 8����� &$�� 8�� �>" ��� � �:� � �  &$ � � ���  ��  � 	
� � � � � ��� � � � � 8:��� � � � � " � � �  � 8 � � � " � �
� � 8:��8 � ��� � � �

V ES
89$:� V EI

� �  � � 8:� �9� �)� " � � �! � 8 � � V EI �
� $ � � $�� �38 ���  &$ � � ���  ��  ��	  � � ���
� � 8�� � �:� � " � � �! � 8 � �
�7 &$:� �  �  � $�" � " � �>� ��� � � � � "  &$ � ����� � � � "��



� � � � ��� 	 � � �
�������	��

�
����������
���������� �!��"$#&%�%('*),+.-&/0�	�2143��5���7698:37���(�����;�=<9�737�=>@?A
B�C1D/,143FEGEC�CHI�=J�
K�I3L�M/7�
N
O�P�QSR�TVU	OBWFXIY[Z]\^��_�`�_(aA_�b�#c�
�������	��
4�
�����d���e
f�g�������h�!�e3F��ikjml����(��EGEonp�dqr�s"t#L%�%:_L),+h-&/0�5��143��5�2�76u8:37�����2���S�=vw�x�=�A/y���
�	
V3F�7/,1;�g/z/M�{���|�:?��2�I?f���=�	�{�C�|?A
B�C1~}7��H7/��:}(�CE{i;�CHI�=J�
K�I3L�ri*3���3��oN
O�P(Q�R�T�U=O��=�5Yw�^Ze�:'&`��(a$'&�:�c�
�������	��
��
����������
����A���C���.�c3F��i�j4l����(��EGE�nc��qr��"t#L%F%�`L),+|-*/0�5�2143��	�2�76�8:37�����2���m�=vw�x�=�A/�?A
B�C1
/0�	H�i����M/��:?e�CHI�=J�
K�I3L�,/!�2��}(��H7/��:}7��E{i��:3��2
�/7����TtX:TVOB�MTVO��M�4OK����R5�(O��,OK�wR5Ye���[���(%����(a��(%��F_p�
�s3FE2Eg�&
�3F�¡ �-��rn^
K¢M£��{��/M�
 ma=n¤�¦¥�}&H§����-*/0�5�21m3��5�2�76¨8:37�����2�����M<9�I37�M>h?A
B�C1 /����,����i*3�
d>
3�����37���©
�3��z�M/@"t#L%�%:_L),��ªCP(«CU	��X�¬sPA­�TK®¤R4¯.QSRMU=O��5X��°��T$X�TVOB�MTVO��5X�¬w¯±�5��PI�	Px�,O�X:TVO�P��CY²Z�³[+´_�b(a
'L`c�
�s3FE2Eg�&
�3F�§ �-w�[µ��	
$H(�:}F������
±¥�¶���·(���76C�2�L�
¸��� ¹��"��x�F���L),�¡µ��	H�i�>°iL�,/=�{6��7/ ?V�&
!�=8�3�E2H�3��5�2�76
i���vw�:
B�:�x�u�=<©�I37�=>º3F��i»�=v����=�5�g8(�����M/z/°3x/��F���=�A/u��?98�37���(�2���M/7� ¯.QSRMU=O��5X��»ªCP�«�U	��X�¬.PA­
¼]½cO��&R=Q�O�P�¬�P�¾�¿(Y�\¤ÀÂÁ[+´�Fb��7aAb&%�_p�


